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Equation de type Soler ponctuelle

101 = Dy — 8(x)F (Y™ o3vp)o39)
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Equation de type Soler ponctuelle

Formellement :

10 = Dartp — (x)F (4" 733 ratp

ExcR teR,
= (t, x) € C?,
Em>0et
. | m Ox
D,, :=i070x + o3m = [—8,( —m} y

= f € C(R)N CL(R\ {0}).
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Equation de type Soler ponctuelle

Formellement :

10 = Dartp — (x)F (4" 733 ratp

ExcR teR,
= (t, x) € C?,
Em>0et

D, = i020y + o3m = [ g 8*},

—0x —m

= f € C(R)N CL(R\ {0}).

Rigoureusement :

i0pp = H'p,  (t) € D(H}).
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Opérateur de type Soler ponctuel

® H, opérateurs de Dirac libres D, sur L?(R+) ® C? avec
D(Hi) = H'(Ry) ® C2.

® H, restriction de D,, 3 D(H,) := {¢p € H(R,C) : 4(0) = 0} est
fermé symétrique, d'adjoint HX = H_ @ H, et indices de défaut (2, 2).

= H? Dirac avec non-linéarité concentrée® restriction de HX 3

D(H}') = {v € H'(R\{0}) ® C*, ioalwrlo — F($o)osth = 0} ,

§ = 507+ $(07) o= $(07) — $(07)

“la moyenne” et le “saut” du spineur ¥ en x = 0.

1. CACCIAPUOTI et al., “The one-dimensional Dirac equation with concentrated
poalinearity” .
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Les états stationnaires

Solutions ¥(t, x) = ¢, (x)e !, w € R avec ¢,,
(Do — wh — 8(x)f o) = 0

(donc w € R) ou

m-w O 14)=0,xER, et [Pl = F($*o3d)o1d.

—0x —m—uw
ou
$1(x) = veeT I vy €C? et [Pl = f(PT030)01d
n(w) = vVm? — w?

et donc w € (—m, m).
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Lemme

w € (—m,m) \ {0},
a € C tel que f(|a?) = 2u(w)

[ a
B(t, x) = |ap(w) sgn x |

b € C tel que f(—|b|?) = -2

(w)

leon) = [P 585] ot g,

w(e.0) = |

a-+ bsgnx} e
e 9
b + asgn x

a, b € C tels que f(|a|]®> — |b|?) = 2.
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La symétrie de Bogoliubov (SU(1, 1))
Le cas stationnaire
K : C? — C? la conjugaison complexe

m Si f paire et

w(e.0) = 5 || ee g e e, - 1oP) = 2/utw),

une onde solitaire alors

1

Y (t, x) = o1 Ky (t, x) = 3 L(w)sgnx

:| e—%(—w)|x| elwt’

f(|8]%) = 2u(—w), est une onde solitaire.
" w=0 f(la]® = |b|*) =2, |a| > |b],

$o(x) = (A + Bo1K) [30 :gon X} e—mix|

A =a/\/|a|* —|b]>, B = b/\/|a|> — |b|?, a = /|a|* — |b]>.
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La symétrie de Bogoliubov

m 1)(t, x) solution
= (A+ Bo1K)y(t, x) solution

pour A, B € C avec |A]? — |B|?> = 1.
® Pour ¥(t, x) = ¢, (x)e vt

(A + Bo1K)y(t, x) = Apo(x)e ! + BopS(x)elt.

= 1)(t, x) est solution, f paire, ¥¢(t, x) = a1 K1)(t, x) solution.
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Le cadre

On considére |'onde solitaire

1
p(w) sgn x

Bty x) = pu(x)eT,  pu(x) = [

avec o > 0 tel que
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La linéarisation

Ansatz .
'l»b(t7 X) = ((»bw(x) + r(ta X) + is(t7 x))e_wtv
avec
(r(t, x), s(t,x)) € R* x R?
tels que

F (Dm — w)s — §(x)foss.

{—s’ ~ (Dm — w)r — 8(x)fos r — 6(x)(¢p* o3 r)2g03 ¢,

Posons
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L'équation linéarisée

Donnée par

(t, x) s(t, x)
o _ 0 L(w,0)
Alws k) = [—L(w, K) 0 ]

L(w,k) = Dy — wh — 2p(w)d(x)os + dp(w)rd(x)My
w € (—m,m), k € R, I I'identité de C? et

1 0
=5 o
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La stabilité spectrale

Qu'est-ce?
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La stabilité spectrale

Xpair—impair = Lzalr(R C) X L12m alr(R C) C LZ(R’ Cz)’

Ximpair—pair = 1mpa1r(]R (C) X Lpa1r(R C) C L2(Ra (Cz),
invariants par L(w, k) et L2(R7 (C2) = Ximpair-pair @ Xpair-impair-

Lemma (Un premier résultat)
Oess(L(w, k) =R\ (—m — w,m — w),
Oess(L(w, k) Nop(L(w, k) =0
op(L(w, k)
op(L(w, k)

= {—2w} et A = —2w est simple;
={Z(w,k)}, et

Ximpair-pair )

Xpair-impair

- k(K + 1)
Z(w,k) = —4(m — w)m

est simple.
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La stabilité spectrale

® | a symétrie par rapport a R et iR

A€ op(A(w,K)) < —A € op(Alw, K))
& A € op(A(w, K)).

® |e spectre essentiel

_ IR\ (=m + |wl,m — [@]), (@, k) #(0,—1);
O'ess(A(wa K/)) - {(C, (w, n) — (0, _1).

m Les valeurs propres +2wi

+2wi € op(A(w, K)|4 )

impair-pair-impair-pair

U +2wi simple si w # 0
0 F2wi de multiplicité géométrique 2 si w = 0.

Nabile Boussaid Stabilité du modéle de Soler concentré

12
/ 2



La stabilité spectrale

Un bout de preuve

A est invariant sur Ximpair-pair-impair-pair-
Pour x 75 0, AV = AV, A\ € C dans Ximpair-pair-impair-pajrv \U(X) =

vi(w,\)sgnx v_(w,\)sgnx

Si(w,N)

—ivy (w, A\) sgn x iv_(w, ) sgn x
—iSy(w, A) iS_(w, )

(5]

ci, & € C,ou X =iA,

vi(w,N) = /m? — (w+iX)2 = /m? — (w — N)2, Rv (w, A)
v_(w,A) i= /m?2 — (w —iX)2 = /m? — (w + N)?, Rr_(w, A)

Si(w,\)=m—w+A, S_(w,N)=m—w—A.
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e—v@NIxl 4 ¢ S_(w,N) e—v-(@Mlxl,

2
>

0,
0
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La stabilité spectrale

Un bout de preuve (suite)

2ivic —2iv_c +2u(—iSic +iS_¢) =0,
vy +2v_c, —2u(Sic + S_c) = 0.

vy —iSyp —iv_ +iS_p| . _ _ _
det {V+ _Sp v -S|~ 2i(v_ — S_p)(vy — Sip) =0.
v — S p=0=m — (A= 2 Y (m—w— A2
m—+w

= (Mm+w)?—(m—w)?=-2m\=>N\=—2w.
vy —Sip=0=AN=2w.
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La stabilité spectrale

Noyau : multiplicité géométrique

0 € op(A(w, K)).

De plus

, w#0, k€ {-1,0},
w#0, k€ {—1,0},
w=0, kg {-1,0},
, w=0, k€ {-1,0}.

-

dim ker(A(w, k)) =

B W0 N =

15/24
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La stabilité spectrale

Noyau : multiplicité algébrique

2, we(—mm)\{0,Q.}, weR\[-1/3,1];
dim £(A(w, &) = i’ o ?jm :')E R’i\i{;l} ul-1/3,1));
6

, w=0, kK=-1
L(A(w, Kk)) le noyau généralisé de A(w, K).

1
Q=" lm ke R\ {0}
2K

|QR| < m, K'ER\[_]-/?’,I]
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La

Dans Xpair-impair-pair-impair
0 0
A =
K
360 € L*(R, C?) tel que
L(w,0)0

g 2<¢)w7 awd)w)

stabilité spectrale

Noyau : la preuve

|al= L)

o Al

= 8, Q(¢.) = 0 (Condition de Kolokolov.)

2

2mao m
00 = (<),
b i donne €,
m 2K
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La stabilité spectrale

Resonances (aux seuils non plongés)

Si w # 0, A = &(m — |w|)i est une résonance si

+1)?
= Hm, —l<kr<27V2_1,;
v + (k+1) —1/2
T =——"—m, k< —1 and k> 271/2,

e 3k + 2)x

18/24
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La stabilité spectrale

Les valeurs propres non nulles, cas k < —1

® Deux valeurs propres imaginaires pures dans la lacune spectrale
w € (T, %);

m Deux valeurs propres réelles (donc instabilité) pour w € (Q4,2Q4),
tendant vers 00 avec w — 2Q,, — 0;

® Rien d’autre sinon.

19/24
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La stabilité spectrale

Les valeurs propres non nulles, cas kK = —1

® Pour w =0, o,(A) = C\ (i(—o0, —m] N i[m, +00)) (instabilité);

® Rien d’autre sinon.
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La stabilité spectrale

Les valeurs propres non nulles, cas —1 < Kk < 2—1/2 1

® Deux valeurs propres réelles (donc instabilité) pour
w € (max(2Q,, —m), max(Q,,, —m))

(videsi —1/3 < k < 2712 —1).
Si—1< k< =2/3(= 20 € [—m,0)), tend vers Foo lorsque
w— 20, +0;

® Deux valeurs propres imaginaires pures dans la lacune spectrale
wE (maX(Qrw _m)a 7:;_) ;

® Rien d’autre sinon.
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La stabilité spectrale

Les valeurs propres non nulles, cas
2—1/2 —1 S P S 2—1/2

Rien d'autre pour w € (—m, m).

22
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La stabilité spectrale

Les valeurs propres non nulles, cas 2-1/2 < i <1

® Deux valeurs propres imaginaires dans la lacune spectrale w € (7,5, m);

® Rien d’autre sinon.
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Nabile Boussaid Stabilité du modéle de Soler concentré y



S

La stabilité spectrale

Les valeurs propres non nulles, cas Kk > 1

® Deux valeurs propres imaginaires pures dans la lacune spectrale si
w € (T,F, min(Qe, m));
® Deux valeurs propres réelles (donc instabilité) pour w € (min(Q,, m), m)

m Rien d’autre sinon.
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